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К тЕОРИИ ИНтЕРПОЛИРОВАНИЯ эРмИтА – БИРКГОФА 
НЕЛИНЕЙНЫХ ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАтОРОВ
Данная статья посвящена задаче построения и исследования обобщенных интерполяционных формул Эрми-
та – Биркгофа для операторов, заданных на функциональных пространствах. Построение операторных интерполя-
ционных формул основано на интерполяционных полиномах для скалярных функций относительно произвольной 
чебышевской системы. Приведенные формулы содержат интегралы Стилтьеса и дифференциалы Гато интерполиру-
емого оператора и являются инвариантными для операторных многочленов специального класса. Получено явное 
представление погрешности операторного интерполирования обобщенными многочленами Эрмита – Биркгофа. 
На основе обобщенных интерполяционных формул Эрмита – Биркгофа построены интерполяционные многочлены 
для обыкновенных дифференциальных операторов произвольного порядка, заданных в пространстве непрерывно 
дифференцируемых функций. Рассмотрены также некоторые частные случаи формул Эрмита – Биркгофа такого 
вида для различных чебышевских систем скалярных функций. Полученные результаты могут быть использованы 
в теоретических исследованиях как основа построения приближенных методов решения некоторых нелинейных 
операторных уравнений, встречающихся в нелинейной динамике, математической физике.
Ключевые слова: операторный многочлен, операторное интерполирование, обобщенное интерполирование типа 
Эрмита – Биркгофа, дифференциальный оператор, дифференциал Гато, интеграл Стилтьеса, погрешность интерполяции
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TO THE THEORY OF HERMITE – BIRKHOFF INTERPOLATION  
OF NONLINEAR ORDINARY DIFFERENTIAL OPERATORS
This article is devoted to the problem of construction and research of generalized interpolation formulas of Hermite –
Birkhoff type for operators given on the function spaces. The construction of operator interpolation formulas is based on in-
terpolation polynomials for scalar functions with respect to the arbitrary Chebyshev system of functions. The given formulas 
contain the Stieltjes integrals and the Gateaux differentials of an interpolated operator and are invariant for the special-class 
operator polynomials. An explicit representation of the error of the generalized Hermite – Birkhoff operator interpolation 
is obtained. On the basis of the generalized interpolation Hermite – Birkhoff formulas the interpolation polynomials for ordi-
nary differential operators of arbitrary order given in the space of continuously differentiable functions are constructed. Some 
special cases of the Hermite – Birkhoff formulas of this type for various Chebyshev systems of scalar functions are also con-
sidered. The obtained results can be used in theoretical research as a basis for constructing approximate methods of solving 
some nonlinear operator equations that occur in nonlinear dynamics, mathematical physics.
Keywords: operator polynomial, operator interpolation, generalized Hermite – Birkhoff-type interpolation, differential 
operator, differential of Gateaux, integral of Stieltjes, interpolation error
Введение. Рассмотрим на числовом множестве ⊆T   произвольную чебышевскую систему 
непрерывно дифференцируемых на T необходимое число раз функций =0{ ( )}ϕ
q
k kt  и соответству-
ющие многочлены вида 
 
=0




P t c t   (1)
где c
k
 – комплексные или действительные числа (k = 0,1,…,q; q = 0,1,2,…). 
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Пусть ( ) ,, , 0== ε
m n
m n ij i jI  – матрица размерности (m + 1) × (n + 1), элементы εij (i = 0,1,…,m; 
j = 0,1,…n) которой 0 или 1. Через N
m,n
 обозначим множество пар чисел (i, j), которые определяют 
индексы ненулевых элементов этой матрицы, т. е. , = {( , ) : = 1,  0 ,  0 },ε ≤ ≤ ≤ ≤m n ijN i j i m j n  в том 
числе ,0 0= {( ,0) : = 1,  0 },ε ≤ ≤m iN i i m  а через , , ,0= \m n m n mM N N  – множество всех пар чисел (i, j), 
соответствующих ε
ij
 = 1 (0 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n).
Обобщенная интерполяционная задача Эрмита – Биркгофа для функции f(t) ( )∈t T  состоит 
в построении многочлена , ,( ) ( ; )≡m n m nB t B f t  вида (1), удовлетворяющего условиям 
 , ,( ) = ( ), ( , ) ,∈j m n i j i m nD B t D f t i j N   (2)
где узлы ( = 0,1,..., )it i m  – различные точки из T; линейные дифференциальные операторы 
( )
=1




j jD f t a f t ( = 1,2, , );   ν jj n a  – заданные числа,  f ( ν)(t) – производная ν-го порядка функ-
 ции f(t), D0  f(t) = f(t). В обычной постановке этой интерполяционной задачи оператор Dj f(t) = f
( j)(t). 
Отметим, что даже в частных случаях задача Эрмита – Биркгофа не всегда разрешима [1, 2]. 
Исследование регулярности интерполирования типа Эрмита – Биркгофа, различные постановки 
этой задачи и некоторые ее применения имеются в монографии [3] и работах [4, 5]. Поэтому 
для данного общего случая предположим, что указанный интерполяционный многочлен B
m,n
( f;t) 
существует и записан в виде 
 ( ),
( , ) ,
( ; ) = ( ) ( ).
∈
∑ mm n j iij
i j Nm n
B f t H t D f t  (3)
Здесь ( ) ( )mijH t  – многочлены класса (1), удовлетворяющие условиям 
( ) ( ) = ,ν νδ δm k ik jijD H t  где 
δ
ij
 – символ Кронекера ( )0 , ;  0 , .≤ ≤ ≤ ν ≤i k m j n  В верхнем индексе (m) обозначения ( ) ( )mijH t  ука-
зан номер последней строки в соответствующей матрице I
m,n
.
Для отдельных чебышевских систем функций в случае задачи абеля – Гончарова интерпо-
ляционные многочлены вида (3), для которых справедливы равенства (2), ранее получены в [6], 
а для алгебраической системы функций и задачи Эрмита – Биркгофа специального вида – 
в работах [7–9].
Пусть X = X(T) – заданное пространство гладких на T функций, на котором определен опера-
тор F : X → Y, где Y – также некоторое функциональное пространство. Далее будем рассматри-
вать только те операторы, для которых ν-е дифференциалы Гато 1 2[ ; , ,..., ]ν νδ F x h h h  содержат 
произведение функций 1 2( ), ( ),..., ( )νh t h t h t ( )( ) .= ∈i ih h t X  Предположим, что если в качестве 
аргумента t функций φ
k
(t) и f(t) и узлов интерполирования t
k





(t) ( )∈t T  – элементы пространства X (причем такие, что значения функций x(t), x
k
(t) 
принадлежат ⊆T  ), то формулы вида (3) существуют и для них выполняются условия, ана-
логичные условиям (2).
Будем рассматривать также операторные многочлены , :ν →qP X Y  вида 
 ,
=0












d x tP x a s t dt
x tdt
 (4)




( ( )) = ( ( ))
∈
σ ∑ mm i
i Nm
x t H x t  – постоянная или некоторая переменная на T функция. Пред по ла-
гает ся также, что интегралы, входящие в формулу (4), существуют, а необходимые в дальней-
шем преобразования допустимы.
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Рассмотрим следующие операторно-дифференциальные выражения вида 
 1 2
=1




j j jD F x a F x h h h  (5)
где 1 2[ ; ... ]νδ jF x h h h  – дифференциал Гато ν-го порядка оператора F в точке x, когда первые (ν – 1) 
направления ( ) 1= ≡i ih h t ( )1,2,..., 1 ,= ν −i  а последнее ν-е направление является произведением 
вида 1 2...ν = jh h h h ( )= ( ) .ν ν ∈h h t X  Далее считаем, что 0 ( ) = ( ).D F x F x  В частном случае при 
=ν νδj ja  будем иметь 1 2( ) = [ ; ... ].δ jj jD F x F x h h h  аналогично, через [ ; ] jD F x h  обозначим опера-
тор вида (5), когда ( ) 1ν ≡h t  для = 1,2,..., 1,ν −j  а j-е направление равно h(t). 
если ( ) = ( ( )),F x f x t  где f(u) – числовая функция, имеющая производную порядка j в точке 
u = x(t), тогда справедливо равенство 1 2( ) = ( ) ( ) ( )... ( ), j j jD F x D f x h t h t h t  в котором все направле-
ния h
i
(t) (i = 1,2,…,j) входят в виде их произведения.
Заметим, что условия интерполирования требуют, как правило, совпадения значений интер-
поляционного и приближаемого оператора, а также их производных в заданных точках (узлах 
интерполирования). В приведенных далее формулах используются значения интерполируемого 
оператора на более широком множестве, чем совокупность узлов.
Интерполяционные формулы эрмита – Биркгофа, содержащие дифференциалы ин- 
терполируемого оператора. Рассмотрим обыкновенные дифференциальные операторы 
( ): ( ) →sF C T Y  общего вида
 ( )( )( ) , ( ), ( ), ( ),..., ( ) ,′ ′′= sF x f t x t x t x t x t  (6)
где ( )




d x tx t
dt
( 0,1,..., ),=k s ( ) ( )sC T  – пространство s раз непрерывно дифференцируемых 
на ⊆T R  функций x(t), функция 0 1( , , ,..., )= sy f t u u u  переменных t, 0 1, , ..., su u u  задана на прямо-
угольнике 0 1 ,Ω = × × × × sT T T T  где   ( 0,1,..., ),⊆ =iT R i s  а Y – некоторое функциональное 
пространство. 
Ранее в работе [10] на основе формул вида (3) были построены обобщенные интерполяцион-
ные операторные многочлены, заданные в функциональных пространствах, которые содержат 
дифференциалы интерполируемого оператора и являются инвариантными относительно мно-
гочленов вида (4). Доказана [10] следующая
т е о р е м а  1. Для операторного многочлена 




( ,0) ( , )0,0 ,
( )( )
( ); ( ) ; ( ) ,
( ) ( )∈ ∈
  
 + δ + τ − − τ + σ 




p i p i p j i m i
m mi N i j Mm m n
H xH x





 – фиксированный узел, соответствующий элементу ε
p0 множества Nm,0, выполняются ин-
терполяционные условия 
 , ,0 , ,( ; ) = ( ), ( ,0) ;     ( ; ) = ( ), ( , ) .∈ ∈ m n i i m j m n i j i m nB F x F x i N D B F x D F x i j M  (8)
(Когда множество N
m,0




( , ) ,






m n j i ij
i j M m n
B F x D F x H x
и первая группа равенств в (8) отсутствует.) Если формула (3) точна для обобщенных много-
членов (1) при некотором фиксированном значении q и любых различных узлах ∈it T  ( = 0,1,..., ),i m  
то интерполяционная формула (7) будет инвариантна относительно операторных многочленов 
вида (4) с таким же значением q.
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Частный случай формулы (7) для ( ) 1σ ≡m x  получен в работе [11].
Заметим, что в интерполяционной задаче Эрмита – Биркгофа при добавлении узла x
m+1 к сис-
теме узловых точек x0, x1, … xm размерность матрицы Im,n увеличивается: добавляется одна строка 
и k столбцов, где k может принимать значения 0,1,2… . В частности, для задачи Эрмита с дву-
кратными узлами k = 0, а для задачи абеля – Гончарова k = 1. При этом размерность новой ма-




m+1,n+k, Mm+1,n+k соответственно. Отметим, что для одной и той же системы уз- 
лов x0,x1,…xm множества Mm,n и Mm,n+k (k = 0,1,2,…) – пары чисел (i, j), соответствующих 
( )= 1  0 ,  1 ,ε ≤ ≤ ≤ ≤ +ij i m j n k  совпадают.
В данной работе получим представление погрешности , ,( ) ( ) ( ; )= −m n m nr x F x B F x  интерполи-
рования оператора F(x) полиномом , ( ; )m nB F x  вида (7).
т е о р е м а  2. Для погрешности , ,( ) ( ) ( ; ),= −m n m nr x F x B F x  где , ( ; )m nB F x  – интерполяцион-
ный полином (7), имеет место представление




( ) ( )
( ) ( ); ( )
( ) ( )
+
+∈ +
   = δ + τ − − − τ +  




m n p i p i p
m mi Nm
H x H x
r x F x x x x x d
x x
 
( 1) ( )
1
1( , ) 1,
( ) ( )
; ( ) ( ) ,





 + σ − σ




j i m i m i
m mi j M m n k
H x H x





 – фиксированный узел, соответствующий элементу ε
p0 множества Nm,0; xm+1 = x; k – раз-
ность числа столбцов матриц I
m+1,n+k и Im,n; ( )
( )
1, ( ) 0  0,1,2,... .+ ≡ =
m
m jH x j
Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, погрешность , ( ) = 0νm nr x  для ,0( ,0) .ν ∈ mN  При ν = m + 1 




1 1( ,0) 01,0
( )












m n m p i p i p
m mi Nm
H x












+ +∈ + +
 





j i m i
m mi j M m n k
H x
















p i p i p
m mi Nm
H x





1( , ) 1,
( )











j i m i m
m mi j M m n k
H x
D F x x F x
x
( )( )1 110
1 1( ,0) ( , )0,0 ,
( )( )
( ); ( ) ; ( )
( ) ( )
++
+ +∈ ∈
     − δ + τ − − τ + σ =  




p i p i p j i m i
m m m mi N i j Mm m n
H xH x
F x x x x x d D F x x
x x
1 , 1= ( ) ( ; ).+ +−m m n mF x B F x
таким образом, справедливо равенство , ,( ) = ( ) ( ; ),−m n m nr x F x B F x  т. е. выражение (9) дей-
ствительно представляет погрешность интерполирования оператора F(x) полиномом , ( ; )m nB F x  
вида (7). теорема 2 доказана.
Далее, на основе формулы (7), построим интерполяционный многочлен для обыкновенного 
дифференциального оператора (6). Дифференциальный оператор (6) зависит от одной функцио-
нальной переменной x(t), для него дифференциал Гато [ ; ]δF x h  в точке x = x(t) по направлению 
h = h(t) ( )( ), ( )∈ sx h C T  вычисляется по правилу 
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( )
( )[ ; ] ( ) ( ) ( )





f f fF x h h t h t h t
x x x
 ( )( ) ( )( )
0








f t x t x t x t x t h t
x
 





( ) ( )2 ( )
1 2 1 2( ) ( )
0 0
[ ; , ] , ( ), ( ), ( ),..., ( ) ( ) ( ).
= =
∂ ′ ′′δ =
∂ ∂
∑ ∑
s s j qs
j q
q j
F x h h f t x t x t x t x t h t h t
x x




( )2 2 ( )
1, 2 1,2 1,2( )
0
[ ; ] [ ;1, ] , ( ), ( ), ( ),..., ( ) ( ).
=






F x h F x h f t x t x t x t x t h t
x x








F x h F x h ( ) ( )( ) 1,1 ( )
0










f t x t x t x t x t h t
x x
Следовательно, 
 ( ) ( )( )1, 1,1 ( )
=1 0




∂ ′ ′′=   ∂ ∂
∑ ∑
j s qs
j j j jq
q
D F x h a f t x t x t x t x t h t
x x
 (10)
и для операторов (6) формула (7) преобразуется к виду 
















i i i i ps
mi Nm i
H x t
f t t t t x t x t d





( , ) =1 0,
( ( ))





 ∂ ∂  ′ ′′+ σ 
σ∂∂ ∂   
∑ ∑ ∑
mqj s ijs
j i i i m iiq q
mi j M q im n i
H x t
a f t x t x t x t x t x t
x ttx x
 (11)





υ = υ τ = + τ − υ = ∈
∂
 
Для погрешности , ,( ) ( ) ( ; ),= −m n m nr x F x B F x  где F(x) – обыкновенный дифференциальный 




( ) , ( , ), ( , ),..., ( , )
ν
∈ ν=+
 ∂ ∂ ∂
= υ τ υ τ υ τ ×  ∂ ∂∂υ  
∑ ∑∫
ss
m n i i is
i Nm i
r x f t t t t
t t
( 1) ( )
0 0
1
( ( )) ( ( ))
( ( ) ( ))









H x t H x t
x t x t d
x t x tt
 
( )( )( )1
( , ) =1 01,
, ( ), ( ), ( ),..., ( )
ν
ν ν−
∈ ν =+ +




j i i i iq
i j M q im n k i
a f t x t x t x t x t
x x
 
( 1) ( )
1
1
( ( )) ( ( ))
( ( )) ( ( )) ,




 ∂  × σ − σ 
σ σ∂   
m mq
ij ij
m i m iq
m m
H x t H x t
x t x t
x t x tt
где, как и ранее, xm+1 = x, k – разность числа столбцов матриц Im+1,n+k и Im,n, ( )
( )
1, ( ) 0  0,1,2,... .+ ≡ =
m
m jH x j
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В частности, если через , ( )m kh x  и , ( )m kq x  обозначить фундаментальные многочлены 
Эрмита в случае двукратных узлов x0,x1,…xm относительно чебышевской системы функ- 





q qt  для которых , ,( ) ( ) ,′= = δm k j m k j kjh x q x , ,( ) ( ) 0′ = =m k j m k jh x q x ( , 0,1,..., ),=k j m  
,
0










( ; ) ( ) [ ; ( )]
=
= + δ +∑
m
m k m k
k
B F x F x F x q x
1
0 0 , 0
10
[ ( ); ( )( )] .
=
δ + τ − − τ∑ ∫
m
k m k k
k
F x x x h x x x d  (12)
В работе [12] для обыкновенного дифференциального оператора (6) на основе операторного 
многочлена (12) построен интерполяционный многочлен 
 ( )( ),1 0 0 0 0( ; ) , ( ), ( ), ( ),..., ( )′ ′′= +smB F x f t x t x t x t x t
 
( )( ) ,( )
0 0








k k k k m k
k k






, ( , ), ( , ),..., ( , )
ν
= ν=
 ∂ ∂ ∂





f t t t t
t t






m k kh x t x t x t d
t
 (13)





υ = υ τ = + τ − υ = =
∂
 
Погрешность интерполирования многочленом (13) представима [12] в виде








 ∂ ∂ ∂





f t t t t
t t




× − − τ +
∂















k k k k
k k
f t x t x t x t x t
x






m k m kq x t q x t
t
где 1 , 1 , 1,   ( ) ( ) 0.+ + += = ≡m m m m mx x h x q x
П р и м е р. Построим интерполяционный многочлен 1,1( ; )B F x  вида (13) для дифференциаль-
ного оператора 
 ( )( ) , ( ), ( ), ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),′ ′′ ′′ ′= = + α +β + γpF x f t x t x t x t x t x t x t x t  (14)
где p – целое фиксированное неотрицательное число. Матрица второго порядка I
1,1
, соответству-







I  В качестве фундаментальных многочленов 
интерполирования 1, ( )kh x  и 1, ( ),kq x  k = 0,1, выберем алгебраические многочлены
( )21, 1, 1,1( ) ( ) 1 2 ( ) ,−= +k k kh x l x l x













 k = 0,1, а в качестве узлов интерполирования x
k
(t), k = 0,1, – тригонометри-
ческую систему функций 0 ( ) 2,≡x t  1( ) sin .=x t t  тогда функция ( )1( , ) 2 sin 2 ,υ τ = + τ −t t  значение 
1( ) 1,σ ≡x  а формула (13) при m = 1 примет вид 
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∂ ∂′ ′′ +
∂ ∂
∑ ∑ k k k k
k k





1 1 1( ) 2
00 1
, ( , ), ( , ), ( , )
ν
ν=
 ∂ ∂ ∂
+ υ τ υ τ υ τ  ∂ ∂∂υ  
∑∫ f t t t tt t






h x t t d
t
 (15)
Преобразуем равенство (15) с учетом представления (14). Имеем 




( ; ) 2 2 2 ( ( )) ( )−
=
∂




B F x p q x t q x t
t
 




( ) sin ( ( ))−
=
∂












( , ) ( ( ))(sin 2)−+ β υ τ + γ −∫ pp t h x t t  { } { }
2
1,1 1,12( ( ))(sin 2) ( ( ))(sin 2) .
∂ ∂
+α − + − τ
∂ ∂
h x t t h x t t d
t t
 
Далее воспользуемся равенствами 
1
1 ( , )










+ τ − = ∑





















2 !(sin 2) 2 sin 21 .










t tk p k
Получим, что для оператора (14) имеет место следующая интерполяционная формула Эрмита:




2 2 2 ( ( )) ( )−
=
∂




p q x t q x t
t




( ) sin ( ( ))−
=
∂




q x t p t q x t
t
( ) 1,1 1,1sin 2 ( ( )) (sin 2) ( ( ))+β − + γ − +p pt h x t t h x t
 { } { }
2
1,1 1,12( ( ))(sin 2) ( ( ))(sin 2) .
∂ ∂
+α − + −
∂ ∂
h x t t h x t t
t t
 (16)
Непосредственными вычислениями убедимся в справедливости интерполяционных условий
 ( ) ( )1,1 ( ; ) ( )  ( , 0,1).= =
j j
i iB F x F x i j  (17)
Действительно, в силу равенств 1,1(2) 0,=h 1,0 (2) 0=q  и 1,1(2) 0=q  получим, что 1,1( ;2)B F =  
2 2 (2).p F= β + γ =  Так как 1,1(sin ) 1,=h t 1,0 1,1(sin ) (sin ) 0,= =q t q t  то 
1,1( ;sin ) =B F t ( )2 2 sin 2 (sin 2) cos sinβ + γ +β − + γ − + α − =p p pt t t t
sin cos sin sin (sin ).= − + α +β + γ =pt t t t F t
Далее, поскольку 
1,0 1,1(2) (sin ) 1,′ ′= =q q t
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1,1 1,1(2) (2) 0,′ ′= =q h  
1,0 1,1(sin ) (sin ) 0,′ ′= =q t h t
то 
1
1,1( ;2) 2 (2),−′ ′= β + γ =pB F p F
1
1,1( ;sin ) sin (sin ).−′ ′= β + γ =pB F t p t F t
таким образом, интерполяционная формула Эрмита (16) удовлетворяет условиям (17).
Интерполяционные формулы эрмита – Биркгофа, содержащие дифференциалы и интеграл 
Стилтьеса интерполируемого оператора. В работе [10] на основе формул вида (3) построены обоб-
щенные интерполяционные операторные многочлены, заданные в функциональных пространствах, 
содержащие дифференциалы и интегралы Стилтьеса интерполируемого оператора. Интерпо ля-
ционные формулы инвариантны относительно многочленов вида (4). Введем числовую функцию 
1, ;
( ,  )
0, ,
τ ≥




где 0 < τ < 1, а (0,  ) 0χ ≡t  и (1,  ) 1.χ ≡t  Для этого класса интерполяционных многочленов доказа-
на [10] следующая 
т е о р е м а  3. Операторный многочлен 





( ,0) ( , )0,0 ,
( )( )
[ ( ) ( , )( ( ) ( ))] ; ( ) ,
( ) ( )
mm
iji
p i p j i m i
m mi N i j Mm m n
H xH x
d F x x x D F x x
x xτ∈ ∈
 τ
 + ⋅ + χ τ ⋅ ⋅ − ⋅ + σ
σ τ σ  
∑ ∑∫    (18)
где, как и в теореме 1, x
p
 – фиксированный узел, соответствующий элементу ε
p0 матрицы Im,n, 




( , ) ,






m n j i ij
i j M m n
B F x D F x H x
и первая группа равенств в (8) отсутствует.) Если формула (3) точна для обобщенных много-
членов (1) при некотором фиксированном значении q и любых различных узлах ∈it T  ( = 0,1,..., ),i m  
то интерполяционная формула (18) будет инвариантна относительно операторных многочле-
нов вида (4) с таким же значением q в случае ν = 0 и T = [0,1]. 
Отметим, что частный случай формулы (18) для ( ) 1σ ≡m x  рассмотрен в работе [13].
Далее докажем теорему о представлении погрешности , ,( ) ( ) ( ; )= −m n m nr x F x B F x  интерполи-
рования оператора F(x) полиномом , ( ; )m nB F x  вида (18).
т е о р е м а  4. Для погрешности , ,( ) ( ) ( ; ),= −m n m nr x F x B F x  где , ( ; )m nB F x  – интерполяцион-









( ) ( )
( ) [ ( ) ( , )( ( ) ( ))]




 τ τ = − ⋅ + χ τ ⋅ ⋅ − ⋅ + 




m n p i p
m mi Nm
H x H x
r x d F x x x
x x
 
( 1) ( )
1
1( , ) 1,
( ) ( )
; ( ) ( ) ,





 + σ − σ




j i m i m i
m mi j M m n k
H x H x





 – фиксированный узел, соответствующий элементу ε
p0 множества Nm,0, xm+1 = x, k – раз-
ность числа столбцов матриц I
m+1,n+k и Im,n, ( )
( )
1, ( ) 0  0,1,2,... .+ ≡ =
m
m jH x j
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, в случае ,0( ,0)ν ∈ mN  погрешность , ( ) = 0.νm nr x  





1 1( ,0) 01,0
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m n m p i p
m mi Nm
H x












+ +∈ + +
 





j i m i
m mi j M m n k
H x


























1( , ) 1,
( )











j i m i m
m mi j M m n k
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j i m i
m mi j M m n
H x
D F x x
x 1 , 1
( ) ( ; ).+ +−m m n mF x B F x
Таким образом, выражение (19) действительно задает погрешность , ,( ) = ( ) ( ; )−m n m nr x F x B F x  
интерполирования оператора F(x) полиномом , ( ; )m nB F x  вида (18). Теорема 4 доказана.
Для обыкновенного дифференциального оператора (6) с учетом равенства (10) формула (18) 
преобразуется к виду 







, ( , ), ( , ),..., ( , )
( ) τ∈
 τ ∂ ∂













( , ) =1 0,
( ( ))





 ∂ ∂  ′ ′′+ σ 
σ∂∂ ∂   
∑ ∑ ∑
mqj s ijs
j i i i m iiq q
mi j M q im n i
H x t
a f t x t x t x t x t x t
x ttx x
 (20)
где функция ( ) ( ) ,0( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ,   ,0 .ξ θ τ = θ + χ τ θ θ − θ ∈i p i p mx x x i N
Погрешность , ,( ) ( ) ( ; ),= −m n m nr x F x B F x  как частный случай формулы (19), где F(x) – опера-









( ) ( )
( ) , ( , ), ( , ),..., ( , )




   ∂ ∂




m n i i is
m mi Nm
H x t H x t
r x d f
x t x t
 ( )( )( )1
( , ) =1 01,
, ( ), ( ), ( ),..., ( )
ν
ν ν−
∈ ν =+ +




j i i i iq
i j M q im n k i




( 1) ( )
1
1
( ( )) ( ( ))
( ( )) ( ( )) ,




 ∂  × σ − σ 
σ σ∂   
m mq
ij ij
m i m iq
m m
H x t H x t
x t x t
x t x tt
где xm+1 = x, k – разность числа столбцов матриц Im+1,n+k и Im,n, ( )
( )
1, ( ) 0  0,1,2,... .+ ≡ =
m
m jH x j
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В частности, в случае двукратных узлов x0,x1,…xm относительно чебышевской системы функ-





q qt  с фундаментальными многочленами Эрмита , ( )m kh x  и , ( ),m kq x  для которых
 , ,( ) ( ) ,′= = δm k j m k j kjh x q x   
 
, ,( ) ( ) 0  ( , 0,1,..., ),′ = = =m k j m k jh x q x k j m   
 ,0















m k m k
k




( ) [ ( ) ( , )( ( ) ( ))]τ
=




h x d F x x x .  (21)
Для обыкновенного дифференциального оператора (6) интерполяционный операторный мно-
гочлен (21) преобразуется к виду
( )( ),1 0 0 0 0( ; ) , ( ), ( ), ( ),..., ( )′ ′′= +smB F x f t x t x t x t x t
( )( ) ,( )
0 0








k k k k m k
k k






( ) , ( , ), ( , ),..., ( , ) ,τ
=
 ∂ ∂
+ τ θ ξ θ τ ξ θ τ ξ θ τ  ∂θ ∂θ 
∑ ∫
sm
m k k k ks
k
h x d f  (22)
где ( )0 0( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ,   1,2,..., .ξ θ τ = θ + χ τ θ θ − θ =k kx x x k m
Погрешность интерполирования ,1 ,1( ) ( ) ( ; )= −m mr x F x B F x  многочленом (22) имеет пред-
ставление









= τ − τ θ ξ θ τ ξ θ τ ξ θ τ +  ∂θ ∂θ 
∑ ∫
sm
m m k m k k k ks
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k k k k
k k
f t x t x t x t x t
x






m k m kq x t q x t
t
где 1 , 1 , 1,   ( ) ( ) 0.+ + += = ≡m m m m mx x h x q x
Частные случаи формул эрмита – Биркгофа. Рассмотрим интерполяционные оператор-
ные формулы Эрмита – Биркгофа, соответствующие различным матрицам I
m,n
.
1. если множество ,0 = {(0,0)},mN  то ( )00( ( )) = ( ( )).σ
m
m x t H x t  В этом случае вторая группа сла-
гаемых в правой части формул (7) и (18) будет отсутствовать и соответствующий интерполя- 
ционный многочлен запишется как 
 
( ) ( )
00
, 0 ( )
( , ) , 00
( ) ( )








m n j i m
i j M m n
H x H x
B x F x D F x
H x
  (23)
где x0 – фиксированный узел, соответствующий ненулевому элементу ε00 матрицы Im,n.
Рассмотрим частный случай формулы (23). В качестве чебышевской системы 2=0{ ( )}ϕk kt  
выберем экспоненциальную на   систему функций 2 3{ , , }t t te e e , а в качестве D
j
 – операторы 
дифференцирования: ( )( ) = ( ),ϕ ϕ jjD t t  и, соответственно, 1 2( ) = [ ; ... ],δ jj jD F x F x h h h = 1,2.j  
Пусть матрица 









тогда для многочлена Эрмита – Биркгофа вида (23), удовлетворяющего условиям 
 
2 2
1,2 0 0 1,2 1 1 1 1 1,2 1 1 2 1 1 2( ) = ( ); [ ; ] = [ ; ], [ ; ] = [ ; ],δ δ δ δB x F x B x h F x h B x h h F x h h  
справедливо представление 
 
(1) (1)2 11 00
1,2 0 1 (1)
=1 00
( ) ( )







H x H x
B x F x F x
H x
 
где фундаментальные многочлены интерполирования (1)00 ( ),H x
(1)
11 ( )H x  и 
(1)
12 ( )H x  задаются ра-
венствами 
 ( )(1) 2 20 1 100 ( ) = 3 3 ,− ++ −x x x x x xH x K e e e e
 ( )( )(1) 2 21 0 0 1 1 011 ( ) = 9 4 ( ) ,2
− +− + − +x x x x x x x x x x
KH x e e e e e e e e
( )( )(1) 2 21 0 0 1 1 012 ( ) = 3 2 ( ) ,2
− +− − + − +x x x x x x x x x x
KH x e e e e e e e e
 ( ) 12 20 1 0 1= 3 3 .−++ −x x x xK e e e
Указанный многочлен B
1,2
(x) инвариантен относительно операторных полиномов 
 
( 1) ( )2
2, (1)
=0 00








d eP x a s t dt
dt H x t  
где ( ; , )νka s t  – фиксированные функции ( , ).∈s t 
Рассмотрим еще один частный случай формулы (23). В качестве чебышевской системы 
2
=0{ ( )}ϕk kt  выберем тригонометрическую на [0,2π) систему функций {1,sin ,cos }.t t  Пусть оператор 
 
( )
1 2( ) = ( ),   ( ) = [ ; ... ]  ( = 1,2),ϕ ϕ δj jj j jD t t D F x F x h h h j
а матрица 
1,3
1 0 0 0
.





тогда для интерполяционного многочлена Эрмита – Биркгофа (23), удовлетворяющего условиям 
 2 2 3 31,3 0 0 1,3 1 1 2 1 1 2 1,3 1 1 2 3 1 1 2 3( ) = ( );  [ ; ] = [ ; ],  [ ; ] = [ ; ],δ δ δ δB x F x B x h h F x h h B x h h h F x h h h
справедливо представление 
3 (1)
1,3 0 1 1
=2




B x F x F x H x
где (1) (1)0 1 1 0 1 112 13( ) = cos( ) cos( ), ( ) = sin( ) sin( ).− − − − − −H x x x x x H x x x x x
Операторный многочлен B
1,3
(x) инвариантен относительно операторных полиномов P
2,ν
(x) ви-
да (4), где 2=0= 2,{ ( )} = {1,sin ( ),cos ( )},ϕk kq t x t x t 1( ( )) 1,σ ≡x t = [0,2 ).πT
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Рассмотрим несколько интерполяционных формул для функций от случайных процессов. 
Пусть S – множество процессов вида ( )( ) ( ) ,η = ξt F t  где ξ = ξ(t) – гауссовский случайный про-
цесс со средним m = m(t) и дисперсией σ = σ(t) ( );∈ ⊆t T   случайные процессы ξ0 = ξ0(t), ξ1 = ξ1(t) 
с той же областью определения, что и ξ(t), – узлы интерполирования. 
Введем обозначения 
1 1 0 1( ) = sin( ) sin( ),ξ ξ − ξ − ξ − ξH
2 0 1 1( ) = cos( ) cos( ),ξ − ξ − ξ − ξH x
где области значений функций F(ξ), H1(ξ) и H2(ξ) совпадают. тогда для случайного процесса 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )10 0 1 1 1 2′ ′′ξ = ξ + ξ ξ + ξ ξT F F H F H  (24)
выполняются интерполяционные условия 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )10 0 0 10 1 1 10 1 1,   ,   .′ ′ ′′ ′′ξ = ξ ξ = ξ ξ = ξT F T F T F
Несложно проверить, что и для случайного процесса 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 0 1 2 1 1′′ ′′′ξ = ξ + ξ ξ − ξ ξT F F H F H  (25)
справедливы равенства ( ) ( )11 0 0 ,ξ = ξT F ( ) ( )11 1 1 ,′′ ′′ξ = ξT F ( ) ( )11 1 1 ,′′′ ′′′ξ = ξT F  а для процесса 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(4) (5)12 0 1 2 1 1ξ = ξ − ξ ξ + ξ ξT F F H F H  (26)
условия вида ( ) ( )12 0 0 ,ξ = ξT F ( ) ( )(4) (4)1 112 ,ξ = ξT F ( ) ( )(5) (5)1 112 .ξ = ξT F
В общем случае аналогичные интерполяционные формулы имеют вид 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 (2 ) (2 1)0 1 2 1 1( 1) ,− − ξ = ξ + − ξ ξ + ξ ξ 
n n n
nT F F H F H  
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 (2 ) (2 1)0 1 2 1 1( 1) ,+ + ξ = ξ + − ξ ξ − ξ ξ 
n n n
nT F F H F H  (27)
для которых соответственно имеют место равенства
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(2 1) (2 1) (2 ) (2 )0 0 1 1 1 1,   ,   ;− −ξ = ξ ξ = ξ ξ = ξn n n nn n nT F T F T F
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(2 ) (2 ) (2 1) (2 1)0 0 1 1 1 1,   ,   + +ξ = ξ ξ = ξ ξ = ξ  n n n nn n nT F T F T F
( )1,2,3,... .=n
Эти условия выполняются в силу соотношений 
( ) ( ) ( ) ( )(2 ) (2 1) 1cos 1 cos ,   cos 1 sin ,+ += − = −n n n nx x x x
( ) ( ) ( ) ( )(2 ) (2 1)sin 1 sin ,   sin 1 cos .+= − = −n n n nx x x x
Формулы (24)–(27) точны для любых тригонометрических многочленов первой степени вида 
( ) ( )cos sin  , , .= + + ∈F x a x b x c a b c
Приведем еще одну интерполяционную формулу такого вида для операторов ( )( )ξF t  обще-
го вида. Пусть : ,→F S Y  где Y – заданное множество детерминированных или случайных на T 
функций и для оператора F существуют дифференциалы Гато первого и второго порядка: 
      Proceedings of the National academy of sciences of Belarus, рhysics and mathematics series, 2017, no. 2, pp. 7–23 19
[ ]; ,δ ξF h [ ]2 1 2; ,δ ξF h h ( )1 2, , .∈h h h S  Будем считать, что в дифференциале второго порядка 
[ ]2 ;δ ξF h  первое направление 1( ) 1,≡h t  а второе направление 2 ( ) ( ).=h t h t
Тогда для интерполяционной формулы 
( ) ( ) ( ) ( )210 0 1 1 1 2ˆ ; ;ξ = ξ + δ ξ ξ  + δ ξ ξ    T F F H F H
выполняются условия 
( ) ( )10 0 0ˆ ,ξ = ξT F
[ ] [ ]10 1 1ˆ ; ; ,δ ξ = δ ξT h F h
[ ] [ ]2 210 1 1 2 1 1 2ˆ ; ; .δ ξ = δ ξT h h F h h
Эти равенства справедливы в силу соотношений [ ] ( ); ,′δ ξ = ξi iH h H h [ ] ( )2 1 2 1 2; ′′δ ξ = ξi iH h h H h h  
( )1,2 .=i
2. Пусть Im,m – квадратная диагональная матрица размерности (m + 1) × (m + 1) и рассматрива-
ется интерполяционная задача Абеля – Гончарова. Тогда множество Nm,0 состоит из нулевой па-
ры (0,0), а множество Mm,m – из элементов (k,k), k = 1,2,…,m. В этом случае 
( )
00( ( )) = ( ( ))σ
m
m x t H x t  
и, следовательно, формула (23) примет вид 
 
( ) ( )
00
, 0 ( )
=1 00
( ) ( )







m m k k m
k
H x H x
B x F x D F x
H x
 (28)
Операторный многочлен Bm,m(x) вида (28) удовлетворяет интерполяционным условиям 
 , 0 0 ,( ) = ( );  ( ) = ( ),  = 1,2,..., .
 m m k m m k k kB x F x D B x D F x k m
Для погрешности , ,( ) = ( ) ( ),−m m m mr x F x B x  где Bm,m(x) – интерполяционный полином вида (28), 





m m m m mr x D F x H x  Через 1 [ ; ],+mD F x h  как и ранее, обо-
значен оператор вида (5), когда направления ( ) 1ν ≡h t  для = 1,2,..., ,ν m  а 1( ) = ( ).+mh t h t  
Если формула (3) точна для обобщенных многочленов (1) при некотором фиксированном зна-
чении q и любых различных узлах ti (i = 0,1,…,m), то интерполяционная формула (28) будет инва-
риантна относительно операторных многочленов вида (4) с тем же значением q.
Если ( )( ) = ( ),ϕ ϕ jjD t t  а 1 2( ) = [ ; ... ], = 1,2,..., ,δ jj jD F x F x h h h j m  то интерполяционная форму-
ла (28) примет вид 
 
( ) ( )
00
, 0 ( )
=1 00
( ) ( )
( ) = ( ) ; .
( )
 
+ δ  
  
∑
m mm kk kk
m m k m
k
H x H x
B x F x F x
H x
 (29)
Операторный многочлен Bm,m(x), заданный формулой (29), удовлетворяет интерполяционным 
условиям 
, 0 0 , 1 2 1 2( ) = ( ),  [ ; ... ] = [ ; ... ],  = 1,2,..., .δ δk km m m m k k k kB x F x B x h h h F x h h h k m
Для погрешности , ,( ) = ( ) ( ),−m m m mr x F x B x  где Bm,m(x) – интерполяционный полином вида (29), 
имеет место представление 
 ( 1)1, 1 1( ) = ; ( ) .
++
+ +
 δ  
mm
m m m mr x F x H x  (30)
Здесь, как и раньше, 1 [ ; ]+δm F x h  означает, что направления ( ) 1ν ≡h t  для = 1,2,..., ,ν m  
а 1( ) = ( ).+mh t h t
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Предположим, что X и Y – нормированные пространства. если в точке ∈x X  для дифферен-
циалов [ ; ] jD F x h  выполняются неравенства [ ; ] ≤ jD F x h c h    (0 < ),≤ ∞c  тогда для погрешно-
сти интерполирования (30) справедлива оценка 




m m m mr x c H x     (31)
Одна из возникающих здесь экстремальных задач состоит в нахождении узлов интерполяции 
( ) ( = 0,1, , ),kx t k m  для которых норма в правой части оценки погрешности (31) принимает наи-
меньшее значение.
Явный вид алгебраических многочленов ( ) ( ),mkkH t  для которых выполняются условия 
( ) ( ) = δmj j kjkkD H t ( , = 0,1,..., ),k j m  приведен в [14].




m m s ij i jI  – матрица порядка ( 1) ( 1),+ × + +m m s 1,≥s  соответствующая 
следующей интерполяционной задаче: множество N
m,0
 состоит из пар (k,0), а множество M
m,m+s – 
из элементов (k, m +s), k = 0,1,…m (т. е. крайние столбцы матрицы I
m,m+s являются единичными, 
а остальные – нулевыми).
В этом случае ( )0
=0




x H x  где ( )0 ( )
m
iH t  – многочлены класса (1), удовлетворяющие 
условиям ( ) 00 ( ) = ,ν νδ δ
m
k ikiD H t  а δij – символ Кронекера ( )0 , ;  0 .≤ ≤ ≤ ν ≤ +i k m m s  Здесь, как 
и ранее, в верхнем индексе (m) обозначения ( )0 ( )
m
iH t  указан номер последней строки в соответ-
ствующей матрице I
m,m+s. Операторный многочлен (7) примет вид 
 






( ); ( ) ; .




 + δ + τ − − τ + 
σ σ     
∑ ∑∫ 
mmm m i m si
p i p i p m s i
m mi i
H xH x
F x x x x x d D F x
x x
 (32)
Операторный многочлен (32) удовлетворяет интерполяционным условиям 
 , ,( ) = ( );  ( ) = ( ),  = 0,1,..., .+ + + + m m s k k m s m m s k m s kB x F x D B x D F x k m  (33)
Для погрешности , ,( ) = ( ) ( ),+ +−m m s m m sr x F x B x  где , ( )+m m sB x  – интерполяционный полином 
вида (32), имеет место формула 
 
1
( 1) ( 1)
, 1,0 1
0
( ) = ( ); ( )( ) ; ( ) .+ ++ ++ + +   δ + τ − − τ +   ∫

m m
m m s p p p m sm m m sr x F x x x H x x x d D F x H x  (34)
если ( )( ) = ( ),ϕ ϕ jjD t t  а 1 2( ) = [ ; ... ], = 0, ,δ + jj jD F x F x h h h j m s  то равенства (32)–(34) преоб-
разуются соответственно к виду





( ); ( ) ; ,
( ) ( )
++
  
 + δ + τ − − τ + δ 
σ σ     
∑ ∑∫
mmm m i m sm si
p i p i p i
m mi i
H xH x
F x x x x x d F x
x x
1
( 1) ( 1)
, 1,0 1
0
( ) = ( ); ( )( ) ; ( ) ,+ +++ + + +   δ + τ − − τ + δ   ∫
m mm s
m m s p p pm m m sr x F x x x H x x x d F x H x
[ ] [ ], , 1 2 1 2( ) = ( );  ; ... = ; ... ,  = 0,1,..., .+ ++ +δ δm s m sm m s k k m m s k k k kB x F x B x h h h F x h h h k m
Известно явное представление алгебраических многочленов ( ) ( ), = 0,1,..., ; = 0, ,+mijH t i m j m s  
для которых выполняются условия ( ) ( ) = , , = 0,1,..., ; , = 0, .ν νδ δ ν +m k ik jijD H t i k m j m s  
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4. Пусть ,, , =0{ } ,  1,
+
+ = ε ≥
m m s
m m s ij i jI s – прямоугольные матрицы размерности ( 1) ( 1),+ × + +m m s
соответствующие следующей интерполяционной задаче: множество N
m,0
 состоит из пар (i, 0), где 
i = 0,1,2,…,m, а множество M
m,m+s – из элементов (s, j), где = 1, 2,..., ,+ + +j m m m s  а s – фиксиро-
ванный номер одного из узлов (0 ≤ s ≤ m).
В этом случае ( )0
=0




x H x  а операторный многочлен (7) при p = 0 примет вид






( ); ( ) ; .




 + δ + τ − − τ + 
σ σ     
∑ ∑∫ 
mmm m s sji
i i j s
m mi j m
H xH x
F x x x x x d D F x
x x
 (35)
Операторный многочлен (35) удовлетворяет интерполяционным условиям 
, ,( ) = ( ),  = 0,1,..., ;  ( ) = ( ),  = 1, 2,..., .+ + + + + m m s k k j m m s s j sB x F x k m D B x D F x j m m m s  (36)
Для погрешности , ,( ) = ( ) ( ),+ +−m m s m m sr x F x B x  где , ( )+m m sB x  – интерполяционный полином 
вида (35), имеет место представление 
1
( 1) ( 1)
, 0 0 0 11,0 1
0
( ) = ( ); ( )( ) ; ( ) .+ ++ + ++ + +   δ + τ − − τ +   ∫

m m
m m s m s sm s m sr x F x x x H x x x d D F x H x  (37)
Пусть ( )( ) = ( ),ϕ ϕ jjD t t  а 1 2( ) = [ ; ... ], = 1,..., .δ + + jj jD F x F x h h h j m m s  тогда равенства (35)–(37) 
примут соответственно вид





( )( )( ); ( ) ; ,
( ) ( )
mmm m s sjji
i i s
m mi j m





+ δ + τ − − τ + δ   σ σ    
∑ ∑∫
, , 1 2 1 2( ) = ( ),  = 0,1,..., ;  ; ... = ; ... ,  = 1, 2,..., ,+ +δ δ + + +      
j j
m m s k k m m s s j s jB x F x k m B x h h h F x h h h j m m m s
1
( 1) 1 ( 1)
, 0 0 01,0 1
0
( ) = ( ); ( )( ) ; ( ) .m m s mm m s sm s m sr x F x x x H x x x d F x H x
+ + + +
+ + + +   δ + τ − − τ + δ   ∫
Явный вид алгебраических многочленов ( ) ( ), = 0,1,..., ; = 0, 1,..., ,+ +mijH t i m j m m s  для ко-
торых выполняются условия ( ) ( ) = , , = 0,1,..., ; , = 0, 1,..., ,ν νδ δ ν + +m k ik jijD H t i k m j m m s  приведен 
в работе [7].
В заключение отметим, что достаточно полная теория операторного интерполирования изло-
жена в монографии [15], в которой, в частности, рассмотрены и специальные случаи интерполя-
ционной задачи Эрмита – Биркгофа.
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